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Magneto-hydrodynamische Stoflwellen in einem Plasma

unendlicher Leitfdhigkeit
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(Z. Naturforschg. 8a, 277—284 [1953]; eingegangen am 26. Januar 1953)

Es werden analog zu den normalen ebenen hydrodynamischen StoBwellen die Grund-
gleichungen fiir die magneto-hydrodynamischen ebenen StoBwellen in einem Plasma
mit unendlicher Leitfahigkeit angegeben. Die Analogie zwischen den bekannten und den
neugewonnenen Erhaltungssitzen der Magneto-Hydrodynamik wird diskutiert. Schlief3-
lich werden magneto-hydrodynamische StoB8wellen parallel, senkrecht und schief zum
Magnetfeld ndher untersucht; auBerdem wird jeweils der Grenziibergang zu unend-

lich schwachen StéB8en betrachtet.

robleme der Magneto-Hydrodynamik in einem
Pstark ionisierten Gas, d. h. einem Plasma,
haben in den letzten Jahren durch die Theorien der
Erzeugung von Hohenstrahlung auf Sternen und
im interstellaren Raum?! sowie durch die Theorien
der Entstehung stellarer und interstellarer Magnet-
felder? besondere Bedeutung gewonnen. Die Gegen-
wart von Magnetfeldern auf Sternen und im inter-
stellaren Raum auf der einen Seite sowie die Tat-
sache, daB3 der iiberwiegende Teil des interstellaren
Gases und der Sternmaterie als ein Plasma ange-
sehen werden muB, zeigt, daB man zur genauen
Untersuchung der Bewegungsverhiltnisse in diesen
Gebieten die Gleichungen der Plasmatheorie® her-
anziehen, also Magneto-Hydrodynamik treiben
muB. In dieser Arbeit soll versucht werden, das
Problem der StoBwellen in einem Plasma, die auf
Sternen und im interstellaren Raum von Interesse
sein kénnen?, zu behandeln.

In einer Arbeit von Hoffmann und Teller®
ist der Fall von ebenen magneto-hydrodynamischen
StoBwellen bei relativistischen Geschwindigkeiten
schon behandelt worden. In einigen Spezialfillen
wurden auch unrelativistische Geschwindigkeiten
diskutiert, ohne daB aber die allgemeinen StoB-
gleichungen dafiir angegeben wurden. Hier sollen
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ebenfalls ebene StoBwellen betrachtet werden, je-
doch soll die Untersuchung auf den unrelativisti-
schen Fall beschrankt werden. Die bei den norma-
len hydrodynamischen StoBwellen verwendeten
Grundgleichungen sollen in entsprechender Form
fiir die magneto-hydrodynamischen Sto8wellen ab-
geleitet werden, um so jeweils die Analogie zwischen
den bisher bekannten und den neu abgeleiteten
Gleichungen zu zeigen.

Fiir die ganze nachfolgende Untersuchung soll
dabei vorausgesetzt werden, daBl die elektrische
Leitfahigkeit unendlich sei. Dies bedeutet keine
allzugroe Einschrankung der Anwendung der ab-
geleiteten Gleichung, da diese Voraussetzung auf
Sternen und im interstellaren Raum recht gut er-
fiillt ist2. Weiterhin soll angenommen werden, was
in vielen Féllen ebenfalls berechtigt sein diirfte, da83
die Rotation der ,,eingeprigten elektromotorischen
Krifte vernachlassigt werden kann3.

1. Grundgleichungen

In den folgenden Grundgleichungen, aus denen
die StoBigleichungen abgeleitet werden sollen, wol-
len wir — wie bei den normalen hydrodynamischen
StoBwellen® — Reibung und Wéirmeleitung ver-
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sik 27, 132 [1950]; E. Schatzmann, C. R. hebd.
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physique 12, 203, 281 [1949]; M. Schwarzschild,
Astrophysic. J. 107, 1 [1948].

5 F.de Hoffmann u. E. Teller, Physic. Rev. 80,
692 [1950].
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nachldssigen, da wir uns hier nur fiir die Vorginge
vor und hinter der StoBfront interessieren, d. h.
eine makroskopische Betrachtung der Vorgénge an-
stellen: Weiterhin werden die Vorginge von einem
mit der StoBfront mitbewegten Koordinaten-
system aus betrachtet. (Das Magnetfeld im mitbe-
wegten Koordinatensystem stimmt im unrelativi-
stischen Fall mit dem im ruhenden Koordinaten-
system tiiberein.) Wir haben dann einen stationdren
Zustand und die partiellen Ableitungen nach der
Zeit verschwinden in den Grundgleichungen. Die
Relativgeschwindigkeit zur StoBfront wird mit v
bezeichnet. Es gelten somit folgende Gleichungen:

a) Die Bewegungsgleichung
1
e (vgrad) v = — grad p — 45— [P rot H]. (1)

Hierin ist p die Dichte, p der Druck und § das
Magnetfeld.

b) Die Kontinuitdtsgleichung

div (pp) = 0. (2)
c) Der Energiesatz hat die Form
1
de:—pd(?), (3a)

wenn, wie oben vorausgesetzt, die durch Reibung
und Leitung iibertragene Warme vernachlissigt
wird. Hierin ist e die spezifische innere Energie (d. h.
pro Masse). Mit Einfithrung der spezifischen En-
thalpie ¢

D

it=e+ i (3b)
wird aus Gl. (3a)
5 = % dp 3¢)
oder wegen der Stationaritit:
(v grad 7) = % (v grad p). (3d)

d) Das Induktionsgesetz, das unter den anfangs-
gemachten Voraussetzungen der unendlichen Leit-
fahigkeit und der Vernachlassigung der Rotation der
eingeprigten elektromotorischen Krifte folgendes
Aussehen hat:

rot [vH] =0 . 4)
“e) divp =0 . - (5)

Aus diesen 5 Grundgleichungen sollen nun Er-

haltungssitze abgeleitet werden analog wie bei den

gewohnlichen Stolwellen. Zu den bekannten Er-
haltungssitzen des Impulses, der Energie und der
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Masse, die jetzt durch magnetische Glieder ergianzt
werden miissen, liefern die GIn. (4) und (5) noch
weitere Erhaltungssitze, die erfiillt sein miissen.
Hierin bedeutet Gl. (4), dal die Rotation der im
mitbewegten Koordinatensystem gemessenen elek-
trischen Feldstirke verschwinden muf.

2. Erhaltungssitze

a) Zunichst sollen zwei Vektorgleichungen ange-
geben werden, die im folgenden niitzlich sind. Es
gilt mit Gl. (5) [ohne Gl. (4)]:

div (H%) = (9 - (v grad) ) + (5 - () grad) v)

— (Drot[vH])  (6)

und

div ((9v) §) = (9 (9 grad) v) + (v (9 grad) 9) . (7)

Der Beweis dieser beiden Gleichungen ergibt sich
am einfachsten aus der Komponentendarstellung.
Es ist

0 oH;

T%(HiHiUk):Hivk P + H;

0 (H;vg)
oxy

> (8)

wobei ¢ bzw. k = z, y, z und {iber gleiche Indizes
zu summieren ist. Gl. (8) 148t sich unter Benutzung
von GI. (5) umformen zu:

17 dH; ov;
Bz HiHiv) = Hyw, oo T Hille 5

7}
_Hia_mk (v Hy — v Hy).  (9)

Dies ist aber die zu beweisende Gl. (6). Die Richtig-
keit von Gl. (7) 1aB3t sich sofort aus folgender Glei-
chung ersehen:

% o0v; 0H;
2, HiHpv) = Hina—z;—I— v Hy 3@: . (10)
Weiter gelten die bekannten Beziehungen:
rot[vH] = (P grad)v — (v grad) H — Hdive  (11)

(wegen div = 0) und die fiir ein beliebiges Vektor-
feld giiltige Identitit

[ rot §] = grad -5 — (9 grad) § .

b) Zur Ableitung des integralen Energieerhal-
tungssatzes multiplizieren wir Gl. (1) skalar mit
und bilden auf der linken und rechten Seite das
Volumenintegral (d7 = Volumenelement):

Jvo (v (v grad)v) dr = — [, (v grad p) dr

%ﬂ j‘, (0 -[Hrot H]) dr. (13)

(12)



MAGNETO-HYDRODYNAMISCHE STOSSWELLEN

Auf der linken Seite wird unter Benutzung der fiir
b analogen Beziehung (12) daraus:

jvg (0 - (v grad) ) d7 = jv 0 (b - grad —b;—) dr

- p? L
— jv div (9—2— n) dr — J‘v - div (p v) dr, (14)

wobei das letzte Integral wegen Gl. (2) verschwin-
det. Das 1. Integral der rechten Seite von Gl. (13)
laBt sich mit Hilfe von Gl. (3d) umformen zu

— [y (vgradp)dr = — [, ¢ (v gradi)dr

= — [, div (i) d7 + [, ¢div (op)dz; (15)

auch hier verschwindet das letzte Integral. Das
letzte Glied von GIl. (13) liefert mit Hilfe der Gln.
(12), (11), (6) und (7):

yp= v(n ‘[P rot H)) dr ;—n{—J‘vdiv (H%v)dr

+ Jvdiv (Do) ) dr — jv('b rot [09]) dr} . (16)

Hier verschwindet wegen Gl. (4) das letzte Integral.
Fiir Gl. (13) erhéilt man schlieBlich [die genauere
Diskussion wird nach Gl. (31) durchgefiihrt werden]

[ {2 e+ 2o
—Tln—(@n)@}dr:o.

Dies ist der gewiinschte Energieerhaltungssatz, der
sich mit Hilfe des GauBschen Satzes noch umfor-
men laBt:

[ e +oi+ 5799 o
— 7 (B9 (Bm} af =0,

wobei df das Oberflichenelement der das Volumen
einschlieBenden Fldche ist und n die nach auBlen
gerichtete Flichennormale vom Betrag 1.

c¢) Um den Impulserhaltungssatz in integraler
Form zu schreiben, integrieren wir Gl. (1) iiber das
Volumen:

jvg (v grad)p dv = — Jv grad p dr

— —;;jv [Drot §]dr. (19)

Dies 148t sich in einfacher Weise in ein Oberflichen-
integral umformen?:

I

(7

(18)

7 E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel
des Physikers, Springer-Verlag, Berlin 1950.
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2

[feromtont-En—sg@m}a-o.

8n
(20)
d) Aus GI. (2) wird:
[y div (op)dr = [Le(on)df=0. (21)
e) Aus Gl. (4) erhdlt man:
[y rot [0 §] dr = [, [n [0 §]] df
=[{v(®@n) -9 om}df=0. (2
f) SchlieBlich wird aus Gl (5):
[ydivodr = [, (®n)df=0.  (23)

Wir nehmen jetzt an, daBl die StoBfront senk-
recht auf der x-Achse stehe, d. h. also die StoBfront
liege in der y-z-Ebene und pflanze sich parallel zur
z-Richtung fort. Die Normale n besitzt dann nur
eine Komponente in der 2-Richtung. Die Integrale
(18), (20)—(23) besagen dann, daBl die Integranden
auf der Vor- und Riickseite der StoBfront iiberein-
stimmen miissen. Bezeichnen wir alle Werte auf der
Vorderseite mit dem Index 1 und auf der Riickseite
mit dem Index 2, so gelten nun folgende Glei-
chungen:

Aus (18)
b,2 .92 1
{9171“‘91’1""?;?} L% Sy (*blbl)Ha:,l

0,2 . 9,2 1
:{9272+Q2’2+ﬁ}”z,2_ﬁ(*bzbz)ﬂx,z-
(24)
Aus (20)
2 L 2 1 H. )2
01 (v,1)* + P1+ 57 (91)° — 4 (Hz)

1 1
=00 (02,2 + o+ 5 (92 — 5= (H,,2), (258)

1
Q19,1 Y1 — 5 Hy1 Hay

1
= 02 Vy,2 Vg, 2 — I;Hyﬂ Hz,z s (25b)

1
Ql”z,lv:c,l_ 47 Hz,le,l

1
=02 V2,2 Vg2 — HH2,2H1,2- (25¢)

Aus (21)
(26)

01%,1 =02Vz,2-

Aus (22)
vy1Hy 1 — vy 1Hy 1 =2y H,>—v,2H,,, (27a)

vz,lHa:,l = vx,le,l = vz,2Hx,2 - vx,2Hz,2' (27b)
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Aus (23)

Hx,lex,Z- (28)

Dies sind die gewiinschten Gleichungen, die uns den
Stovorgang im groflen vollstindig beschreiben,
falls man noch eine kalorische Zustandsgleichung
[z. B. ¢ =i (p,p)] hinzunimmt und weiterhin be-
achtet, dal nur solche StoBwellen méglich sind, bei
denen die Entropie zunimmt, fiir die also gelten
mul}:
S, —8;=0. (29)
Wenn U die Geschwindigkeit der Stoffront ist
und mit u die ,,Absolutgeschwindigkeit‘‘ der Masse-
teilchen (gemessen im gleichen Koordinatensystem
wie U) bezeichnet wird, so gilt:

Vg,i = Ug,i — U I

i=1,2. (30)

Vy,i = Uy,i I
Vzi = Ug,i

3. Diskussion der Erhaltungssitze

Um die Glieder, die durch das Magnetfeld zu den
urspriinglichen und bekannten Gleichungen hinzu-
gekommen sind, besser zu verstehen, gehen wir vom
Maxwellschen Spannungstensor 7'V} aus8, dessen
negative Divergenz gerade das magnetische Zusatz-
glied in Gl. (1) liefert. Es ist

1
(m) __
T;";_Sn

1
920u — - HiHp. (1)

Die i-Komponente der Kraftdichte k™ ist also ge-
geben durch
0

(110 R
k) =

o Ty= — = [9rotH]. (32)

An Stelle des normalen Druckes konnen wir auch
einen Drucktensor einfiihren:

Pik = PO » (33)

wobei die Kraftdichte des Druckes k?) gegeben ist
durch:

P — .

7= — g Pa=—(grad p)i.  (34)

Es wird nun ein neuer Drucktensor pj; definiert:

2 - 1 1
pir = pix + T = (P - @2) O — 5 HiHg-
(35)

8 R. Becker, Theorie der Elektrizitit I, Verlag
Teubner, Leipzig 1944.
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Aus GI. (20) bzw. (25a—c) sieht man, daB man von
dem gewolinten Impulserhaltungssatz ohne Magnet-
feld ohne weiteres zu dem mit Magnetfeld iiber-
gehen kann, wenn man den normalen Drucktensor
i, ersetzt durch den eben definierten Drucktensor
pir. Man kann dann also in der gewohnten Form
schreiben:

Jeovi vy + Pi) mp df = 0.

Aus Gl (18) bzw. (24) ersieht man, dal} die innere
Energie e auch ein magnetisches Zusatzglied be-
kommen mul}; es wird definiert:

1
2
8o 9.
Die Enthalpie 146t sich dann auch unter Beriick-

sichtigung der magnetischen Glieder neu definieren.
Sie wird jetzt ein Tensor:

(36)

e* — e (37)

i 1 ., .
@ik:@*(sik-l—‘gpik:(l—’r F @2)5ik
1

— Lag BB

(38)

Der Energieerhaltungssatz erhédlt damit auch die
bekannte Form:

n2 .k
jFQ(—f 6ik + Zik) V; N df =0.

Der Massenerhaltungssatz [Gl. (26)] behilt ja
seine alte Gestalt, da in ihm keine magnetische Zu-
satzglieder auftreten. Zwei Erhaltungssitze kom-
men nun noch wegen des Magnetfeldes neu hinzu.
Einmal miissen wegen der Rotationsfreiheit der im
mitbewegten Koordinatensystem gemessenen elek-
trischen Feldstirke bei dieser die Tangentialkom-
ponenten auf beiden Seiten der StoBfront iiberein-
stimmen [Gl. (27a, b)]. Die zweite Bedingung er-
gibt sich aus der Quellenfreiheit des Magnetfeldes,
die erfordert, daB3 die Normalkomponente des Mag-
netfeldes links und rechts von der Stofront gleich
ist [GL. (28)].

Fiir den Spezialfall, dafl v und 9 senkrecht auf-
einander stehen — (1) = 0 — bekommt man ein-
fach, wie man leicht feststellen kann:

(39)

1
8 mo

p*=p+sl—n % (40a) e*=e+ 92, (40b)

*

i*:e*—{-%:i-}—

429 9. (40¢)

Hier bekommt man ohne weiteres die entspre-
chende Gleichung mit den magnetischen Zusatz-
gliedern, indem man in den Gleichungen die
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normalen hydrodynamischen StoBwellen p, e und ¢
durch p*, e* und i* ersetzt. Dies ist auch von Hoff-
mann und Teller?® gezeigt worden.

5. Parallele StoBwellen

Fiir das folgende wollen wir zur Vereinfachung
immer den ebenen Fall betrachten und deshalb an-
nehmen, da8 v und § keine z-Komponente besitzen.
(Die Hinzunahme der z-Komponenten bietet keine
prinzipiellen Schwierigkeiten.)

Es sei nun als erstes vorausgesetzt, dall die Sto8-
welle sich parallel zum Magnetfeld fortpflanze oder
in abkiirzender Sprechweise nach Hoffmann und
Teller, dall eine parallele Stolwelle betrachtet
werde. Das Magnetfeld besitzt dann nur eine -
Komponente. In diesem Fall kann — wie man er-
wartet — keine Kopplung zwischen Bewegung und
Magnetfeld bestehen. Man sieht an den Gln. (24) bis
(28), daBB wegen (28) alle vom Magnetfeld herriih-
renden Glieder herausfallen; man bekommt so die
gewohnten Gleichungen fiir die normalen hydro-
dynamischen StoBwellen. Sie sollen hier noch ein-
mal angegeben werden und einige bekannte Glei-
chungen daraus noch einmal abgeleitet werden, um
so spater zu sehen, was sich jeweils durch die mag-
netischen Zusatzglieder geindert hat.

Man bekommt also aus den Gln.
(25b) und (26):

(0 . (0,)2
91{—5 +’1}Ux,1=g2{ C +zlvx,2, (41a)

(24), (25a),

01 (¥5,1)2 + Py = 05 (v,,2) + Py,  (41D)
01 V2,1 Vy,1 = Q2Vz,2Vy2, (41lc)
01 Y,1 = 02%z,2- (41d)

Aus Gl. (41 c) folgt mit (41d) sofort, daf

Vy1=Uys

sein muf3, d. h. bei schiefen St66en miissen — wie
bekannt — die Tangentialkomponenten iiberein-
stimmen. Setzen wir v, zur Vereinfachung gleich
Null, was also ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit moglich ist, so liefern uns die iibrig bleibenden
Gleichungen nach einigen Umformungen:

. . 1
L—h=% (71 + 72) (P2 (42)

_pl)a

wobei T = 1/p das spezifische Volumen ist. Dies ist
die sog. ,,Rankine-Hugoniotsche Gleichung®,
die bei der StoBfront an die Stelle von Gl. (3¢)
d¢ = 7dp tritt. Weiterhin erhélt man:
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2 0 AP
(U:,l) = 0, AQ ) (43)
wobei Ap = p, — p, und Ap = p, — o, ist. Im

Grenziibergang (A4 — 0) erhdlt man daraus die
Schallgeschwindigkeit :

(44)

6. Senkrechte StoBwellen

Es soll nun angenommen werden, dafl die StoB-
welle sich senkrecht zum Magnetfeld fortpflanze,
d.h. das Magnetfeld besitze nur eine y-Komponente.
Auch hier besagt die Gl. (25b), da} die Tangential-
geschwindigkeiten auf beiden Seiten der Stoffront
iibereinstimmen miissen. Wir nehmen deshalb wie-
der zur Vereinfachung v, zu Null an.

Mit den Gln. (40a) — (40c) bekommt man hier:

(v2,1)? . (vg,2)?
91{ le +’1}Ux,1:92{ +’2}7’12-

(45a)

01 (v2,1)% + 21" =02 (v5,2)* + 1",  (45D)
01 V2,1 = 02Vz,2, (45¢)

VUg,1 Hy,1=Uz,2Hy.z- (45d)

Da die Gln. (45a)—(45¢) genau die analoge Form
wie die Gln. (4la)—(41c) haben, kénnen wir so-
gleich die durch das Magnetfeld modifizierte ,,Ran-
kine-Hugoniotsche Gleichung‘‘ schreiben:

. . 1 ¥ .
1t — 1t = ) (71 + 7)) (P2° — 17)- (46)
Mit Gl. (40a) und (40c¢) wird daraus
3 i 1 (Hy,2)2 (H:l/.l)?'
12—21—[—?{ Q2 - 01 }
1 1
=3 (e +72) (P — Py) + 167 (T, +72)
{ (Hy,0)? — (Hy1) ) (47)
Daraus wird mit (45d) und (45¢):
. 1 1
Al = (Ty+T0) dp — 6m Ar (AHy)?*. (48)

Die Anderung des Magnetfeldes A H,, liefert somit
zur Enthalpieinderung einen Beitrag von zweiter
Ordnung, da (4 H,)? mit Atv multipliziert auftritt.
Im Grenziibergang (4 - 0) erhdlt man daraus
wieder die Gl. (3).

Die zu Gl. (43) analoge Gleichung lautet hier ent-
sprechend :

(49)
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Mit Gl. (40a) wird daraus:
0, Ap 1 Q2
e {(H,,2)? — (Hy,1)%},

was sich mit Hilfe von Gl. (45d) und (45¢) umfor-
men lalt:

) 2 — -
(7’1,1) 87 91’419

1

?{Hy,l Hy,:l =+ (Hy,2)2}-
(50)

Im Grenziibergang (4 — 0) erhidlt man daraus die

,»Schallgeschwindigkeit senkrecht zum Magnet-
feld:>

Q2 Ap' 1
o Ao T 8=a

(v:r, 1)2 -

d
d

(Hy)*
e

=

D]

1
v = Ty (51)

s

7. Schiefe StoBwellen

Es sei jetzt schlieBlich angenommen, dafl das
Magnetfeld beliebig zur StoBfront geneigt sei; das

(01,1)2

lgl P

. 1
+o.0 + I (Hy,1)2} Vg1 = {Qz

|

1
€1 (7):4:,1)2 + P+ B (Hy,1)2 =02 (vz,2)2 + s+ e (Hy,2)2 s

1 1
— a7 Hy1 Hay = 02092V — 7 Hyo Ha o,

= Hy,l V2,1 = Vy,2 Hz,z — Uz Hy,z >

Teller und Hoffmann waren in der Behandlung
des schiefen Stofes so vorgegangen, daf sie ein sol-
ches Koordinatensystem gewihlt hatten, in dem
die Geschwindigkeit und das Magnetfeld auf der
Vorderseite der Stoffront parallel liegen. Es liel
sich dann zeigen, dal} dies auch fiir die Riickseite
der Stolfront giiltig sein muf. Man kann dies auch
leicht an den Gln. (52a)—(52e) nachpriifen, indem
man folgende Koordinatentransformation durch-
fithrt:

V2 = Vg — Uy (53a)

mit

(7-71,2)2 + (Uy,2)2
2
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Magnetfeld besitze somit eine 2- und eine y-Kom-
ponente.

Aus GIl. (25b) folgt unmittelbar, dal es hier zur
Aufnahme des Impulses in der y-Richtung notwen-
dig ist, daB die Tangentialkomponenten der Ge-
schwindigkeit verschieden sind. Denn mit », ; =
vy, o = 0 folgten aus (25b) H, ; = H, » und damit
aus Gl. (27a) v, ; = v, » sowie entsprechende Glei-
chungen fiir alle anderen Gréfen, so dafl gar keine
StoBfront moglich ist.

Wir nehmen jetzt an, die StoBfront sei so orien-
tiert, daBl auf ihrer Vorderseite die Tangentialge-
schwindigkeit Null ist. Wir haben dann folgende
Komponenten: v, 1; H, 1; Hy1; v39; vy2; Hyo
und H, 5.

Nach GI. (24) und (28) bekommt man so die fol-
genden Gleichungen:

. 1
+ 027 + e (Hy,z)z} Uz,

1
—An Hy o Hy vy, (52a)
(52b1)
(8252) 01Y2,1 = 02 Vz,2) » (52¢)
(524) Hyy=H,,. (52e)
* 2 * H 2
Up = Ve Ve = Ve g (53b)

Hierbei sind die Geschwindigkeiten in dem léngs der
y-Achse bewegten Koordinatensystem, in dem b
und § parallel sind, mit einem * bezeichnet. GI.
(52d) ist dann stets erfiillt, da die linke und rechte
Seite fiir sich Null ergibt. Die anderen Gleichungen
gehen in die von Hoffmann und Teller angegebenen
iiber.

Es soll nun die hier geltende ,,Rankine-Hugoniot-
sche Gleichung® abgeleitet werden. Aus Gl. (52a)
erhélt man, wenn man (52e) und (52d) berticksich-
tigt:

(vz,1)? . (Hy,1)? (vz,0)* + (vy,5)° . Hy,Hy, vy,
91{ 21 + 1+ 4;;&21 }@’1,1292{ ? ) &2 _{_12}02,2_{__——1/24;/[1 = (54)
Aus Gl (52b2) und (52d) folgt:
1 —
(vy,2)2 02 V2,0 = 1w (Hy,z Vg, — Hy,1”z,1) (Hy,z - Hy,1)- (55)
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Dies in Gl. (54) eingesetzt, ergibt:
0[5 b e — o[ i e = Hay v (B — )
+ (Hy o a3 — Hyy 030) (Hyy — Hyp) = 5= (Hypy 0y + Hyovs,0) (Hy — Hy) . (56)
Daraus erhédlt man:
iy — iy = g {(0a.)* — 0020} — g (T2 + T2 (Hypo — Hy) - @)
Aus Gl (52b1) bekommt man nun:
(v2,1)* — (v2,0)* = (1 + 7o) (P2 — P1) + 731; (T1 + 7)) [(Hy,2)* — (Hy,1)%]- (58)

Setzt man dies in Gl. (57) ein, so erhdlt man
schlieBlich nach einigen Umformungen:

1

Fiir die Geschwindigkeit v, ; bekommt man aus
Gl. (52bl):

o; 4p 1 0o (Hyo)— (Hy,)?

. (60)

- 1 B S8 T
AZ=?(T1+72)AP— 167 Av (AHy)?. (59) (v2,) o de 87 o 02— 01
L. . . . . Aus Gl. (52b2) und (52d) folgt die Beziehung:
Dies ist genau dieselbe Beziehung wie bei der senk-
rechten StoBwelle [Gl. (48)] und im Grenziibergang 2,1 %s,2 (01 Hy,» — 02 Hy,)
(4 — 0) erhilt man auch wieder die fiir den adiaba- _ R H. H.  (H. —H 61
tischen Fall giiltige Gl. (3). [Im Grenziibergang digy R TGR (Hy, v (1)
AHy, — 0 geht nach Gl. (52b2) v, , nach Null.] Damit 148t sich Gl. (60) weiter umformen:
0 4p 1 o 1
(v2,1)* = e_j Ao ¥ B ﬁ o 270212 (Hy + Hy) (0 Hy o — 02 Hy,i) (62)
@ Ap | 1 @ g, Ap
= 9—j Te T2 Q—f ﬁ {— (Hyy Hy,, + (Hy5)%) + 870, (v2,1)* — 870, 79‘}- (63)
Daraus ergibt sich schlieBlich eine quadratische Gleichung fiir (v, ;)%:
8 272 - P 2 2 ] 2 2 4 /4
T, [(%,1) ]F =918 "792—5? + 2 (Hz,1) + (Hy,l Hy,z S (Hy,z) )i 0 (”x,1)' + 20, (H:v,l) T = 0. (64)
Im Grenziibergang (4 — 0) erhdlt man die auch fit o 0 Ap (662)
von Teller und Hoffmann?® angegebene Gleichung BUT T g de

fiir die Geschwindigkeit magneto-hydrodynamischer
Wellen in einem Plasma:

d
47 (022 — |40 Go + (Ho + (Hy | o2
(63

Aus GIl. (64) erhilt man fiir Hy, -~ 0 die beiden
Lésungen (66a, b): Die erste

ist die bekannte Fortpflanzungsgeschwindigkeit
einer longitudinalen, hydrodynamischen StoBwelle,
die im Grenziibergang (4 - 0) in die Schallge-
schwindigkeit iibergeht. Als zweite Losung be-

kommt man:
1

Fr (66b)

(Hg,y)?-

Dies ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer
transversalen magneto-hydrodynamischen Welle,
wie von Alfvén3 gezeigt worden ist.

(Uz,1)2— =
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Fir H, - 0 ergeben sich aus Gl. (64) die beiden
Losungen:

0, 4p 1
W 4)] = —Q:— To T Bng. Wy Hyp+ (Hy ).

(67a)
Dies stimmt mit Gl. (50) iiberein und ist die Ge-

schwindigkeit einer longitudinalen, magneto-hydro-
dynamischen StoBwelle, die senkrecht zum Magnet-

K. WILDERMUTH

feld verlauft. Im Grenziibergang (4 — 0) kommt
man zum gleichen Resultat wie in GI. (51). AuBer-
dem ergibt sich:

fop . =0, (67b)

Dieses ist die Geschwindigkeit einer transversalen,

hydrodynamischen StoBwelle, die, wie bekannt, den
Jert Null hat.

Bemerkungen zur Born-Oppenheimerschen Néiherung fiir die Behandlung
von Stofiproblemen

Von KArL WILDERMUTH

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 8a, 284—292 [1953]; eingegangen am 10. Januar 1953)

An Hand eines einfachen Beispiels wird die analytische Struktur des Oppenheimer-
schen Niherungsverfahrens untersucht. Dabei stellt sich heraus, dafl man durch dieses
Verfahren (in seiner urspriinglichen Formulierung) die Ununterscheidbarkeit gleicher
Teilchen auch nicht niherungsweise beriicksichtigen kann (analog zum Bornschen Ver-
fahren). Es wird kurz diskutiert, wie man dieses Verfahren abidndern muf3, um diese Un-
unterscheidbarkeit beriicksichtigen zu konnen. Zum Schlufl wird noch in einer graphi-
schen Darstellung der elastische Streuquerschnitt fiir dieses Beispiel in verschiedenen
Naherungen zu Vergleichszwecken aufgezeichnet.

Fiir viele Probleme in der Physik, Geophysik
und Astrophysik ist es wichtig, quantitative
Angaben iiber die Streuquerschnitte und Ionisa-
tionswirkungsquerschnitte fiir die Streuung von
Elektronen an Atomen und Molekiilen zu besitzen.
Die gebrauchlichste Methode zur Berechnung dieser
Wirkungsquerschnitte ist die Bornsche Nahe-
rungsmethode. Zur Anwendung dieses Verfahrens
mull man die Wellenfunktion nach den Eigenfunk-
tionen des gebundenen Elektrons entwickeln. Aul3er-
dem muB man die Wechselwirkung der Stofelek-
tronen mit den Streuatomen bzw. Molekiilen als
kleine Stérung ansehen. Das bringt aber mit sich,
dal man den Einfang der StoBelektronen unter
Tonisation von Hiillenelektronen der Atome bzw.
Molekiile (Austauschstreuung) auch nicht néahe-
rungsweise beriicksichtigen kann, da dazu die Wech-
selwirkung der Stofelektronen mit dem Atom- bzw.
Molekiilrumpf nicht mehr als klein betrachtet wer-
den darf!. Weiterhin ist die Bornsche Naherung be-
ziiglich der Behandlung der Stofelektronen und der
gebundenen Elektronen unsymmetrisch. Konse-
quenterweise wird daher bei dieser Methode in der

1 K.Wildermuth, Z. Physik 127, 92 [1949].
2J.R.Oppenheimer, Physic. Rev. 32, 361 [1928].

Wellenfunktion O-ter Néherung auch streng zwi-
schen StoBelektronen und gebundenen Elektronen
unterschieden und man muf} nachtréaglich die er-
haltene Losung symmetrisieren. Um die oben er-
wiahnte Austauschstreuung und die Ununterscheid-
barkeit der Elektronen wenigstens niherungsweise
beriicksichtigen zu kénnen, hat Oppenheimer vor-
geschlagen, die Eigenfunktion 0-ter Naherung sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch in den Elektronen-
koordinaten anzusetzen?: 3. Dieses Naherungsver-
fahren wurde bis jetzt immer nur bis zur ersten
Néherung durchgefithrt, und bei der mathemati-
schen Kompliziertheit der Probleme, auf die es an-
gewandt wurde, war es auch nicht moglich zu sehen,
wie weit es als erster Schritt eines konsequenten
Naherungsverfahrens angesehen werden kann, wie
z. B. das Bornsche Néherungsverfahren, das eine
Entwicklung der Streuwellenfunktion nach dem
Kopplungsparameter darstellt. Es ist daher von
Interesse, an Hand eines einfachen Beispiels, das
sich mathematisch verhéltnismiBig leicht durch-
schauen 1aBt, diese Methode genauer zu unter-
suchen, um z. B. Aussagen iiber ihren Giiltigkeits-

3 D. R. Bates et al., Philos. Trans. Roy. Soc. [Lon-
don], Ser. A 243, 93 [1950].



